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�����������
 �� �
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�
/���� �
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 ���	� �� ��� ��
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)�
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���� ��	� �
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�� �����	  ������� ��

Σ :    A(ρ)β (t ) = B(ρ)u(t)

y(t ) = C (ρ)β(t) + D(ρ )u(t )
1�!�2

3���� ρ:= d / dt �� ���  ������
���� ���������

A(ρ) ∈ℜ [ρ]n×n  with det[A(ρ)] ≠ 0 � B(ρ ) ∈ ℜ [ρ ]n× m
�

C(ρ) ∈ℜ [ρ ]p ×n
� D(ρ) ∈ ℜ [ρ]p× m

�β (t ):(0−, + ∞) → ℜ n

�� ��� ����������� �� ��� �����	� u(t ):(0−, +∞) → ℜ m

�� ��� 	
��� �� ��� �����	� �
 y(t ):(0−,+∞) → ℜ p
��

��� ������ �� ��� �����	! Σ 	�� �� ��3�����
 �� #
A(ρ) B(ρ)

−C(ρ ) D(ρ )

  
   

  
   

β (t )

−u(t )

  
   

  
   

=
0

− I

  
   

  
   

y(t ) 1�!42

��� ��
���� ������0/��� ������	 ��� Σ 	�� �� ����� 
567 �� �����3� # +�
 ��� ��� �� �
����� ��
 ����
� 1��
���� �������2 �
 ��
���� �
���� ���� ���� ��� ������ ��
� �
������� /���! ���
� ��� �����	  ���������
 1�!42� ����
������	 �� �� ���� �� ��� ��
� ��� ��������� �
 
���������� �� ��� ������ ����� �� �������
� �� ��� �����	

A(ρ) B(ρ)

−C(ρ) D(ρ)
  
  
 

  
  
 

P(ρ)
� ���� ����

β (t )

−u(t)
  
  
 

  
  
 

z(t )
��� ��

= 0 (n+ p )×(n +m) 1�!�2

3����

P(ρ) = P0 + P1ρ+�+Pq1
ρ

q1 ∈ℜ [ρ]
( n+ p )×(n+m)

1�!82

,
 ��� ���� 3���� Σ �� �
 �����0����� ���	 ��� /���0
������ ������	 ��� ���
 ��� �� �� 5870597 �
 ���
������
�� �� ��� ��
��� �
 �
��
��� �
�����
� /���� �� ���
�����	 3��  �	�
������ ! .�3���� :������
� �����
��	��
 ��
���
�
� ��� �������
 �� ��� ��
���� ������0

/��� ������	 3��
 Σ �� �
 ��� ��
���� ���	 1�!�2!
���� :������
 3��� �� ��
�� ��� �
 ���� �����!
������������ �
 ������
� 4 �
 � 3� ���� � ���	�����
�
�����������
 �� ��� ��
��� �
 �
��
��� �
�����
� /�����
3���� �
 ������
 8 3� �
��� ��� ��� 
����
� �� ���� �
 
����� �
�����
� �
 ���� �
 ���� � ���	�����
�
�����������
 �� ����� �
 ����! ����� �
�����������
�
���
�� � �;����� 3��� ����� ����
 ��� �����0�����

�����	� �� 5<7� 597! ,
 ������
 < 3� ���� � ��
����
�������
 �� ��� /���0������ ������	!

�� ��
������ ������������
� 
� ��� ������

��������� ���
��
)�
�� �� ��� �����	 Σ �
 1�!�2! ����
�

Z =

β(t )

−u(t)
  
  
 

  
  
 = L−1 ˆ β (s )

− ˆ u (s)

  

  
 

  

  
   ;

A(s) B(s)

-C(s) D(s)
  
  
 

  
  
 

ˆ β (s)

− ˆ u (s )

  

  
 

  

  
 = 0

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

14!��2

Zu = −πuZ    and    Zβ = πβZ 14!��2

[a] ={a + z where a is a solution of (1.3) 

and z ∈ Z} = {a} ⊕ Z

[a]u ={a + z where a is a solution of (1.3) 

and z ∈ Zu} = πu{a} ⊕ Zu

[a]β ={a + z where a is a solution of (1. 3) 

and z ∈ Zβ}= πβ{a} ⊕ Zβ

14!��2

3���� L[z (t )]  �
���� ��� ������� ���
����	 �� ���

������ z( t) �πβ : (β (t)T , (−u(t ))T )T ∈ Z → β(t) �
 

πu: (β (t)T , (−u(t ))T )T ∈ Z → −u(t ) ! $��� ���� ���� =

�� ��� �������
 ����� �� ��� �����	 1�!�2 �
 �� /����
�
��� �
 ���� ������� �
����� ��
 ����
� �
 ���� ���
���	�
�� ��� �������
�� �� ��� �:������
�� ����� 5>7!

(���	� ���� P(s) ∈ℜ [s]( n+ p )×(n+m) �� 1�!�2 ���

UL(s )P(s)UR (s) = 14!42

blockdiag 1, ..,1, f µ (s ),... , f r (s), 0n+ p −r ,n +m−r( )
1 ≤ µ ≤ r �� ��� �	��� ���	 1�
 �2 3���� f i (s) ∈ℜ [s]

��� ��� 
�
�
�� �
�����
� ����
�	���� �� %1�2 �
 
f i (s ) / f i+1(s) !� i = µ, µ +1,.. .,r −1! (���	� ���� ���


�
�
�� �
�����
� ����
�	���� f i (s) ∈ℜ [s] ���� �

 ����
�� /���� λ1 ,λ 2,.. ., λ
�

13���� ��� ��	������� ��


������
 3� ����	� ���� λ
i
∈ℜ 2 3��� �������

	������������� σ1,i ,σ2, i,. ..,σ�,i i = µ, µ +1,.. .,r 3����

0 ≤ σi,µ ≤ σ i, µ +1 ≤�≤ σi ,r !
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5?7 �����
����  ���
� ��� 
����
 �� ��� ��
��� �
�����
�
/���� ��� ��
���� �����	� �� ��� ���	 1�!�2! ���
 597
������� ����  ���
����
 ��� ��� �������
 �� ��� /����
�
������ ������	 �
 ����� ����� �����	�! (
 �;��
���
 ��
���  ���
����
 �� ��
�����/� �
�����
� /���0 �������

������� ��� ��
���� �����	� �� ��� ���	 1�!�2 ��

���������� 
� ��� %1�2 �� ��� @���
����& �����	

	����; �� Σ  ���
� �
 1�!�201�!82! ���
 ��� �	
	��

	
��
	�
� ��
�� �� Σ ��� ��� ��
��� /���� �� %1�2! ��
��������� 3��� ���� �
�����
� /��� λ i ,  i ∈ � ����� �� �

��	������ ������ z0
i = β0

i T
,−u0

i T( )T 3���� ���� �
 ���

&��
�� �� 
��� ����� �� P(λ i ) �!�! P(λ i )z0
i = 0 � �
 

���� ���� P(s)z0
i ≠ 0 � �
 � ��:��
�� �� �������

zq
i = βq

i T
, −uq

i T( )T � i ∈ �,   q =1,2,..., ν ���� ����

P(λ i )z
0
i = 0

P(1)(λ i )z0
i + P (λ i )z1

i = 0

����������

14!�

1
ν!

P (ν ) (λ i )z0
i +

1
( ν −1)!

P( ν−1) (λ i )z1
i +�+

+P(1) (λ i )zν−1
i + P(λ i )zν

i = 0

�
 

P(s) z0
i + (s − λ i )z1

i +�+(s − λ i )ν zν
i( )≠ 0 14!82

3���� P
( j) (s)  �
���� ��� A��  ��������� �� P(s) � ���


z0
i
�� ����� �
 	
��
	�
� ��
� �	
���	�
 �����
 ��
 λ i

�
 zq
i , i ∈ �, q = 0,1, .., v � �����
�� �� ��
�
��	���

	
��
	�
� ��
� �	
���	�
 �����
� ��
 λ i ! �

��� �;����
�� �� ��:��
��� �� ��
�����/� �
�����
�
/���0 �������
 ������� �� ����
 �� ��� �����3�
�


������ 
� )�
�� �� ��� @���
����& �����	 	����;
1�!�2 �� � ���� ����� 	
�� �
�
�� ���� 	
� ���

��������� �	�
 λ i ,  i ∈ � 
� ������
 ��
���
�����

σ i, j ,  j = µ ,µ +1, ..., r ∃ �� ��������� �	�
����	���
�

�	��
� z j, 0
i = β j ,0

i T
, −uj ,0

i T( )T ��� � �	��	��	 
�

�	�	��
��	� ��������� �	�
����	���
� �	��
��

z j,q
i = β j , q

i T
, −uj ,q

i T  
  
   

  
 

T
� i ∈ �,   j = µ ,µ + 1,.. ., r �

 q =1, 2,. .., σi, j −1

������ �	� uj (s ) � ����  j = µ, µ +1,.. ., r �	 ��	

�

���� 
� UR (s) � �	���	� �� ����� ���

uj
( q) (s):= (d

q
/ ds

q
)uj (s) � q ∈ (σ i, j −1) ��  �	� �� ��

	���
� �		� ���� ��	 �	��
��

z j,q
i :=

β j ,q
i

−uj ,q
i

  

  
  

  

  
  =

1

q!
uj

(q ) (λ i) ���!�

���� i ∈ � and j = µ, µ +1,... ,r �
�� � �	��	��	 
�

�	�	��
��	� ��������� �	�
����	���
� �	��
����

	
����� 
� �	� "��� �	 ��	 #
�	���
�$ ����	� �����%


� Σ �	���	� �� �&�'� ��� 
	� λ i ,  i ∈ � �	 �� ���������

�	�
 
� Σ �  �	� �
 �� ����� 
� ��	 �
��

[uq
i (t )]u := uk

i tν−q −k

(ν −q − k)!
e

λ it
  

 
 

  

 
 

k =0

ν−q
∑

u

   i ∈ �

  and  q = 0,1,...,ν
���(��

��� ���� ������
 �
�����
�� 
� ��	 �
�� )

uq
i ( j )( 0−) = λ i

juq
i + jλ i

j−1uq −1
i +�+

+�+ j( j − 1)� ( j − q + 1)

q !
λ i

j−qu0
i

���(��

���� j = 0,1,... ,q1 −1 � ��	�	 �
��	��
��� � ��	��
����	


� Σ 
� ��	 �
��

[βq
i (t )]β := βk

i t
ν−q−k

(ν − q − k )!
e

λi t
 

 
 

 

 
 

k= 0

ν−q
∑

β

   i ∈ �

and  q = 0,1,... ,ν

���*��

���� ������
 �
�����
�� 
� ��	 �
��

βq
i( j )(0−) = λ i

jβq
i +�+

j ( j − 1)� ( j − q + 1)

q !
λ i

j− qβ0
i
���*��

�
� j = 0,1,... ,q1 −1 ����� ��
���	� �	�
 
����� 
� Σ
y(t ) = 0 ���+�

��	�	 ��	 �	��
�� βk
i T

, −uk
i T( )T

��	 �	�	��
��	�

��������� �	�
����	���
� �	��
�� �
� λ i �

������ ,		 -&./� �

��������� �� 0�
�  �	
�	�� & ��� � �	 �
��
��	 ����

��	�	 	%��� �� ����� �	��
� ����	

U0
C = {[uj, q

i (t )]u := uj , k
i t

σi, j − q−k −1

(σi, j − q − k − 1)!
e

λ it
 

 
 
 

 

 
 
 k =0

σ i,j −1−q

∑
u

;

���1�
 i ∈ �,   j = µ , µ +1, ..., r  and  q = 0,1, ..., σ i, j −1}

����� ���	� ���	 ���
��� ��	 �	
���
� �&�&� �
 ��	

��	��
����	 �	��
� ����	

B0
C ={[β j,q

i (t)]β := β j ,k
i t

σ
i, j

−q −k −1

(σi , j − q − k −1) !
e

λ
it

 

 
 
 

 

 
 
 k=0

σ
i, j

−1−q

∑
β

 ;

���&.�
 i ∈ �,   j = µ , µ +1, ..., r  and  q = 0,1, ..., σ i, j −1}

��� �
��	��	��
� �
 ��	 
����� �	��
� ����	

Y0 ={0} ���&&�

������ ,		 -&./� �

�� ������	
� �
��	�	����
�
 �� ��� �
�


��

�
��	
�
� ��	���
2
����	� ��	 #
�	���
�$ �����% "��� �� �&�'� ���

�	���	 ��� 3���
4 �

��
���
 �����% ˜ P (w) -&/ ��



�

˜ P (w):= w
q1P

1
w

  
  
   

  
 = Pq1

+ Pq1−1w+�+P0w
q1 �5�&�

 �	� ∃ ����
��
�� ������	� ˜ U L(w ),  ˜ U R (w) � -&/ ����

˜ U L(w ) ˜ P (w) ˜ U R (w) = �5���

= blockdiag{˜ f 1(w ), w
q1 −q2 ˜ f 2 (w ),.. ,w

q1−qk ˜ f k (w),

w
q1+ ˆ q k+1 ˜ f k +1(w), ..., w

q1 + ˆ q r ˜ f r (w), 0n + p −r, n+ m−r}

��	�	 ˜ f i (0 ) ≠ 0 � q1 ≥ ⋅⋅ ≥ qk ≥ 0 ���

0 <  ˆ q k+1 ≤ ⋅⋅ ≤ ˆ q r ��	 �	��	����	
� ��	 
��	� 
� ��	

�

	� ��� �	�
� �� s = ∞ 
� "����

 �	 �
��
� 
� ��	 �������	 ��������� �	�
� ��� ��	�	��	�

�� -(/ �����	 ����	 ����	���� -1/ �"67� 
� ��	 �
��

�&�&��� ���
	 ��	 �
��
� 
� �	�	��
��	� �������	 �	�
�

���	���
� �	��
�� �
� ����	 ����	 ����	�� ��� ���
��	� ��

-(/ �
� ��	 �

���
� 
� ��	 
����� �	�
��� ��
�
	� �� ��	

����	 ����	 ���	� 8� ���� �



�� �	 ��	�	�� ��

	%�	���
� 
� ��	 �	�	��
��	� �������	 �	�
����	���
�

�	��
�� �
 ��	 ���	 
� �	�	��
 ����	�� 
� ��	 �
�� �&�&��

���������� 
� �	� "��� �	 ��	 #
�	���
�$ ����	�

�����% 
� Σ �	���	� �� �&�5���&�'�� ��	� ��	 ��������

��������� 
���� 
� Σ ��	 ��	 �������	 �	�
� 
� "����

9��
����	� ���� 	��� ��������� �������	 �	�
 
� Σ ��	�	

�� � �
��
���	 �	��
� z0
∞ = β0

∞T
,−u0

∞T  
  

  
  

T
����� 
�	�

�� ��	 $	��	
 
� ��

 ����	 
� ˜ P (0) ≡ Pq
1

��	�

˜ P (0)z0
∞ = 0 ⇔ Pq

1
z0
∞ = 0 � ��� ���� ���� P(s)z0

∞ ≠ 0 �

��� � �	��	��	 
� �	��
�� zj
∞ = β j

∞ T
,−uj

∞T( )T
�

j = 1,.. ., q1 + q ���� ����

Pq1
z 0

∞ = 0

Pq1−1z0
∞ + Pq1

z1
∞ = 0

����������

�5�5�

P0 z0
∞ + P1z1

∞ +�+Pq1−1zq1−1
∞ + Pq1

zq1

∞ = 0

P0 z1
∞ + P1z2

∞ +�+Pq1−1zq1

∞ + Pq1
zq1+1

∞ = 0

����������

P0 zq
∞ + P1zq+1

∞ +�+Pq1−1zq1 +q −1
∞ + Pq1

zq1 +q
∞ = 0

���

P(s) z0
∞s

q1+q + z1
∞s

q1+ q−1 +�+zq1+ q
∞( )≠ 0 �5�'�

 �	� z0
∞
�� ��

	� �� ��������� �������� 
���
���������

������ ��� ��� �������� 
��� �� ����� � ��� zj
∞
�

j = 1,.. ,q1 + q � �������� �� ����������� ���������

�������� 
���
��������� ������� ��� ��� �������� 
��� ��

����� �� �

 �	 	%���	��	 
� ���� � ����� 
� �	�	��
��	� �������	

�	�
����	���
� �	��
�� �� ���	� �� ��	 �



����

	
����� �� 2
����	� ��	 #
�	���
�$ ����	� �����%

�&�5� 
� � ��� ��� �
��� ����� 	
�� 
	 ��� ����

�

��
���
 �����% �� �:. �� �5����  �	� �
� 	�	��

�������	 ��������� �	�
 
� 
��	�
ˆ q j  with j = k +1, k + 2,..., r ∃ �� ��������� �������	

�	�
����	���
� �	��
� zi ,0
∞ = βi,0

∞ T
, −ui,0

∞ T( )T
� ��� �

�	��	��	 
� �	�	��
��	� ��������� �������	 �	�
�

���	���
� �	��
��

zi , j
∞ = βi , j

∞ T
, −ui, j

∞ T( )T

,  j = 1,.. ., q1 + ˆ q i −1 �

������ �	� ˜ u i(w) �	 ��	 ��� �

��� 
� ˜ U R(w) ���

˜ u i
(q)

(w ),  ˜ P 
(q)

(w ) �	 ��	 ��� �	�������	� 
� ˜ u i (w),  ˜ P (w )
���� �	��	�� �
 ��  �	� ��� �� 	���
� �		� ���� ��	

�	��
��

zi ,q :=
βi, q

∞

−ui,q
∞

  

  
 

  

  
 =

1

q!
u
~

i

(q )

(0) = ˜ u i, q �5�!�

���� q = 0,1,..., q1 + ˆ q i � �:$;&�$;������ �
�� �

�	��	��	 
� �	�	��
��	� ��������� �������	 �	�
�

���	���
� �	��
��� �

	
����� �� �	� "��� �	 ��	 #
�	���
�$ ����	� �����%

"��� 
� Σ �	���	� �� �&�'��  �	� �
 �� ����� 
� ��	 �
��

[uq
∞ (t)]u := uj

∞δ(q − j ) (t )[ ]uj = 0

q
∑  �5�(�

with uq
∞ (i ) (0−) = −uj +i +1

∞  for i = 0,1, ..., q1 −1

��	�	 �
��	��
��� � ��	��
����	 
� Σ 
� ��	 �
��

[βq
∞ (t )]β := β j

∞δ (q− j ) (t )[ ]βj = 0

q

∑ �5�*�

with βq
∞ (i) (0−) = −β j + i+1

∞
 for i = 0,1,. .., q1 −1

��� � �	�
 
����� 
� Σ ��	�

y(t ) = 0 �5�+�

��	�	 ��	 �	��
�� β j
∞ T

,−uj
∞ T( )T

��	 �	�	��
��	�

��������� �������	 �	�
����	���
� �	��
�� �
� ��	 �������	

�	�
 
� 
��	� �

������ ,		 -&./� �

��������� 
� 0�
�  �	
�	�� 5 ��� ' �	 �
��
��	 ����

��	�	 	%��� �� ����� �	��
� ����	

U0
∞ ={[ui, q

∞ (t )]u := ui , j
∞ δ(q− j )(t)[ ]uj =0

q
∑ ; �5�1�

i = k +1, k +2, ..., r  and  q = 0,1, ..., ˆ q i −1}
����� ���	� ���	 ���
��� ��	 �	
���
� �&�&� �
 ��	

��	��
����	 �	��
� ����	

B0
∞ ={[βi, q

∞ (t )]β := βi , j
∞ δ (q− j) (t)[ ]βj =0

q
∑ ; �5�&.�

i = k +1, k +2, ..., r  and  q = 0,1, ..., ˆ q i −1}
��� �
��	��	��
� �
 ��	 
����� �	��
� ����	

Y0 = {0} �5�&&�

������ ,		 -&./� �



�

�� ������	
� �
��	�	����
�
 �� ��� �
��	
�
�

�
�
����
 �	 #
�	���
�$ ����	� �����% P(s) ∈ℜ [s](n +p)×(n+ m )


� ��	 ����	� �&�&� �� �����	� �
 ���	 ���$

r ≤ min(n + p, n + m) ��� ��	�	�
�	 ��	 ���	���
� 
�

��	 ����� ��

 ����	 
� "��� �� 	���
 �
 �;���� 2
����	�

� ������
 �

��
���
 ����� 
� ��	 ����� �
	��� ��

 ����	


� "���� �	�
�	�

u r +1(s), u r +2 (s ), ... , u n+ m(s )[ ] �'�&�

vr +1(s), vr +2 (s), � , vn+ p (s )[ ]( )
 �	 ��	��	�� �	��		� 
� ��	 �

����

u i (s ),  i = r +1, ..., n + m � �	�
�	� {εr+1 ,ε r+2 ,..., εn +m}
��	 ��

	� ��	 ����� ������� ������� 
� "���� ���
	 ��	

��	��	�� �	��		� 
� ��	 �
�� vi(s),  i = r +1,. .., n + p �
�	�
�	� {ηr +1, ηr +2 ,.. ., ηn+ p} ��	 ��

	� ��	 ����

������� ������� 
� "����

���������� �� �	� "��� �	 ��	 #
�	���
�$ ����	� �����%


� Σ �	���	� �� �&�5���&�'��  �	� ��	 ��������� �����

������ ������� 
� �� ��� ��� ����� ���	�� ������� �������


� "��� �� ���
����	� ���� 	��� ��������� ����� �
	���

���	% ��	�	 �� � �	��	��	 
� �	��
�� zj
ε = β j

ε T
,−uj

εT( )T

�

j = 0,1,... ,q � z j
η ,  j = 0,1,. .., q( ) ���� ����

Pq1
z 0

ε = 0

Pq1−1z0
ε + Pq1

z1
ε = 0

����������

(if q < q1)

P0 z0
ε + P1z1

ε +�+Pq−1zq−1
ε + Pqz q

ε = 0

(if q ≥ q1)

P0 z0
ε + P1z1

ε +�+Pq
1

−1zq
1

−1
ε + Pq

1
zq

1

ε = 0

����������

P0 zq
ε = 0

�'����

z 0
η Pq1

= 0

z 0
η Pq1−1 + z1

ηPq1
= 0

����������

(if q < q1 )

z 0
η P0 + z1

η P1 +�+zq −1
η Pq −1 + zq

η Pq = 0

(if q ≥ q1 )

z 0
η P0 + z1

η P1 +�+zq1−1
η Pq1−1 + zq1

η Pq1
= 0

����������

z q
η P0 = 0

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�'����

 �	� zj
ε
� j = 0,1,... ,q � z j

η ,  j = 0,1,. .., q( ) ��	 ��

	� �

�������� �� ��������� ����� ������ ����� ���������

������� ��� ��� ����� ������ ����� �� �

	
����� �� 2
����	� ��	 #
�	���
�$ ����	� �����%

�&�5� 
� � ��	���� �� ����� ��� ��� ������� ����� �����

�
� ��� ����� �
	��� ��

 ����	�  �	� �
� 	�	�� ����� �
	���

���	% 
� 
��	� εi ,  i = r +1,. ., n +m � (ηi ,  i = r +1,
.., p + m) ∃ � �	��	��	 
� ��������� ����� �
	��� ���	%�

���	���
� �	��
�� zi , j
ε = βi , j

ε T
, −ui, j

ε T( )T

,  j = 0,1,... ,ε i �

zi, j
η ,  j = 0,1,...,η i( )�

������ 8� �� 	���
� �		� ���� ��	 �	��
��

zi ,q
ε :=

βi, q
ε

−ui,q
ε

  

  
 

  

  
 = u i ,εi −q    zi ,q

η :=
βi, q

η

−ui,q
η

  

  
 

  

  
 = v i, ηi − q

  

  
  

  

  
  �'�5�

��	�	

u i(s ) = u i ,0 +u i,1s+�+u i, εi
s εi

v i (s ) = v i, 0 + v i ,1s+�+v i ,ηi
s

ηi( )
q = 0,1,..., εi (ηi) ��� i = r +1, r + 2,.. ., n +m
(i = r +1, r +2,..., p + m) �������	� �	
���
� �'��� ���

���� �
�� � �	��	��	 
� ��������� ����� �
	��� ���	%�

���	���
� �	��
���� �

	
����� �� 2
����	� ��	 ����	� � ��	���� �� �����

���� #
�	���
�$ ����	� �����% P(s) ∈ℜ [s](n +p)×(n+ m )

��	�	 rank ℜ (s) P(s) = r ≤ min(n + p, n + m) �  �	� �
 ��

����� 
� ��	 �
��

[uk
ε (t )]u:= uj

εδ (k− j ) (t )[ ]uj = 0

k
∑   with uq

ε ( i) (0−) = −uj + i+1
ε

i = 0,1,. .., q1 −1 and k = 0,1, ..., q −1 �'�'�

��	�	 �
��	��
��� � ��	��
����	 
� Σ 
� ��	 �
��

[βk
ε (t)]β := β j

ε δ(k − j) (t)[ ]βj = 0

k
∑     with βq

ε ( i )(0−) = −β j +i +1
ε

for i = 0,1, ..., q1 −1 and k = 0,1,..., q −1 �'�!�

��� � �	�
 
����� ��	�

y(t ) = 0 �'�(�

��	�	 ��	 �	��
�� β j
ε T

,−uj
ε T( )T   j = 0,1,... ,q −1 ��	

�	���
��	� ��������� ����� ���	%����	���
� �	��
�� �
� �

����� �
	��� ���	% 
� 
��	� ���

������ ,		 -&./� �

��������� �� 0�
� ��	 ��
�	 ��	
�	� �	 �
��
��	 ����

��	�	 	%��� �� ����� �	��
� ����	

U0
ε = {[ui,q

ε (t)]u := ui, j
ε δ (q− j ) (t )[ ]uj =0

q

∑ ; �'�*�

i = r +1, r + 2,... ,n + m  and  q = 0,1,.. ., εi −1}
����� ���	� ���	 ���
��� ��	 �	
���
� �&�&� �
 ��	

��	��
����	 �	��
� ����	

B0
ε ={[βi,q

ε (t )]β := βi, j
ε δ (q− j )

(t )[ ]βj= 0

q

∑ ; �'�+�

i = r +1, r + 2,... ,n + m  and  q = 0,1,.. ., εi −1}
��� �
��	��	��
� �
 ��	 
����� �	��
� ����	

Y0 = {0} �'�1�

������ ,		 -&./� �



�

�	� �
�

vi (s ) = vi,0 + vi ,1s+�+vi, ηi
s

ηi   

=
(4.3)

zi, ηi
η + zi, ηi −1

η s+�+zi,0
η s

ηi  
  
   

  
 

�'�&.�

���� i = r +1,. .. ,n + p � �	 ��	 �	��
�� 
� � 
	��

������
 �

��
���
 ����� 
� ��	 #
�	���
�$ ����	�

�����% "���� 8� ��� �		� ����	��	� -(/ ���� ��	 
	��

������
 ����� 
� ��	 #
�	���
�$ ����	� �����% "��� ��

����	 ����	 ����	�� �
��� ��	 ���	 �

	 �� ��	 �����

������
 ����� �
� ��	 3���
4 ����	� 
� �&�&�� <
�	�	�

���� �� �
� 	%���
� ��	 ���	 ��� ��	 �	%�  �	
�	�

�	�	�
� ��	 ��	���	 �
��	���
� �	��		� ��	 ���������


	�� �����	� ��� �

���
� �
 ��	 �	�
�
����� ��
�
	��

	
����� ��  �	 �	�
�
����� ��
�
	� ��� � �

���
� ���

��	 �



���� η:= ηr +1+�+ηn+ p �
��������� �	��		�

��	 ������
 �
�����
�� β (q) (0−)T ,−u (q) (0−)T( )T �
q = 0,1,..., q1 −1 ��	 �������	�

vi ,ηi
0 � 0

vi,ηi −1 v
i ,ηi

� 0

� � � �

vi, ηi −q1+1 vi ,ηi −q1+2 � v
i ,ηi

� � � �

vi,1 vi, 2 � vi,q1

  

  

 
 
 
 
 
 
 

  

  

 
 
 
 
 
 
 

×

×

P0 P1 � Pq1−1

0 P0 � Pq1−2

� � � �

0 0 � P0

  

  

 
 
 
 

  

  

 
 
 
 

β (0−)

−u(0−)

  
  
 

  
  
 

β (1)(0−)

−u (1) (0− )

  

  
 

  

  
 

�

β (q1−1)
(0−)

−u
(q1−1)

(0−)

  

  
 

  

  
 

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 

= 0ηi ,1

�'�&&�

�
� �:�;&��;�������;��

������ ,		 -&./� �
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��	�

� �	������
2
����	� ��	 9#��	��	�	�����
� �&�5�� 9��
����� �
 -�/�

-5/ ��	 �

���
� �	��
� ����	 ˆ B 
� �&�5� �� �
�����	� 
�
	�����
	��	 �
���	� ��� ��� ���	���
� 	���
 �
 ��	

����	� 
� �����	 ��� �������	 �	�
� 
� "��� �
��	�

���
���	� �
�� ��� ��	 ��� 
� ��	 ����� ������
 �����	�

�
��	� ���
���	� �
��� 6
�	 ��	������

� �� �� $�
�� ����

ˆ B =
β j ,k

i

−uj ,k
i

  

  
 

  

  
 

t
σi,j − q−k −1

(σ i, j − q − k − 1) !k =0

σ i,j −1−q

∑
 
 
 

  

 
 
 

  
e

λ it
 

 
 
 

 

 
 
 

 i ∈ �,   j = µ ,µ +1, .., r  and  q = 0,1,. .,σ i ,j −1

⊕

⊕
                 

βi, j
∞

−ui, j
∞

  

  
 

  

  
 δ

(q − j )
(t )

j = 0

q

∑
 

 
 
 

 

 
 
 

i = k +1, k +2,.., r  and  q = 0,1, .., ˆ q i −1

⊕

⊕
                 

βi , j
ε

−ui, j
ε

  

  
 

  

  
 δ (q− j ) (t )

j= 0

q

∑
 

 
 
 

 

 
 
 

i = r +1,r +2, .., n + m  and  q = 0,1,.., εi −1

�!�&�

��	�	 -�/ �	�
�	� ��	 	�����
	��	 �
��� 
� ��	 �

���
�

� 
� �&�5� �� ��� �		� �	���	� �� ���&�� ��� ��	

�	�	��
��	� �����	 ��� �������	 �	�
����	���
� �	��
��

��� ��	 �	�	��
��	� ����� ���	%����	���
� �	��
�� ��	

��	 
�	� ��	�	��	� ��  �	
�	�� �� ' ��� (� 8� �	 �
�

�	�
�	 �� ˆ B β �
ˆ B u ��	 ��
=	���
� 
� ��	 ����	 ˆ B �
 ��	

����	 
� [β (t )]β ,  [−u(t )]u �	��	����	
� ��	�

ˆ B β := β(t)[ ]β     ∃  u(t) :   
β (t )

−u(t)

  
  
 

  
  
 

 

 
 

 

 
 ∈ ˆ B 

 
 
 

  

 
 
 

  

ˆ B u:= u(t)[ ]u     ∃  β(t) :   
β (t )

−u(t )
  
  
 

  
  
 

 

 
 

 

 
 ∈ ˆ B 

 
 
 

  

 
 
 

  

�!���

 �	� �	 ���	 ��	 �



����

	
����� �� >�	�� ����� �	��
� [−u(t )]u ∈ ˆ B u ���	� ���	
���
��� ��	 �	
���
� �&�&� �
 � ��	��
����	 �	��
�

[β (t )]β ∈ ˆ B β ��� ����	��	��
� �
 ��	 �	�
�
����� �	��
�

����	� ?	 
��	��	 �
�
 ����
ˆ B u ≡ U0

C +U0
∞ +U0

ε �!�5�

���
ˆ B β ≡ B0

C + B0
∞ + B0

ε
�!�'�

������ ,		 -&./� �

���������� ��  �	 ��	��
����	 �	��
� �

���
�� 
� ��	

����	� �&�5� �	���	 � �������	 
� ��	 ��	��
����	 ����	

@ 
� ��	 ����	� �&�&� )

Bβ := β(t)    β (t)[ ]β
∈ ˆ B β{ } �!�!�

����� �� ��

	� ��	 ������� ������ 
������ ��������� 
�

��	 �������� �������� �� ��� ������ 
������ �������� �

 ��� ��	 
�������	�
 ��
�
	� ��� �	 �	�����	�

���
��� ��	 �



���� ������� )

Bu

u(t)

Bβ

β(t)
y(t)

0

A(ρ)

B(ρ) C(ρ)

D(ρ)

INPUT
SPACE

PSEUDOSTATE
        SPACE

OUTPUT
SPACE
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�
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2
����	� ��	 �



���� ����	� Σ )

1 ρ3

0 ρ +1

  

  
 

  

  
 

β1(t)

β2(t )

  
  
 

  
  
 =

ρ +1

0

  
  
 

  
  
 u(t ) �>�&��

y(t ) = −ρ −ρ 4( ) β1(t )

β2 (t)

  
  
 

  
  
 + ρ 2 + ρ( )u(t ) �>�&��

���� #
�	���
�$ ����	� �����%

P(s) =
1 s3 s +1

0 s +1 0

s s4 s 2 + s

  

  

 
 
 

  

  

 
 
 
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Z =

(-δ(τ ) - δ(1) (τ ))z (t −τ )dτ
0−

t

∫
0

δ(τ )z(t − τ )dτ
0−

t

∫

  

  

 
 
 
 
 
 

  

  

 
 
 
 
 
 

 

 

 
  

 

 
 
 

 

 

 
  

 

 
 
 

Zu = −πuZ = - δ(τ )z(t − τ)dτ
0−

t

∫

Zβ = πβZ = (-δ(τ ) - δ(1) (τ ))z(t − τ)dτ
0−

t

∫
0

  

  

 
  

  

  

 
  

[a ] = a ⊕ Z,    [a]u = a ⊕ Zu ,    [a ]β = a ⊕ Zβ

��	�	 ���� �� �� ��������� ������
��

�� 	
� ������ �� ������ !���"�
 �	�	 	%��� 
�	 �����	 ��������� �	�
 λ1 = −1 
� ������

��
���
������ 
�	 ��	� σ1,2 =1 ����� ���
����� �
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U0
C := 0[ ]u →

(E .1a )
B0

C :=
1

1
  
  
 

  
  
 e−t 

 
 

 

 
 

β

 →
(E .1b)

Y0 ={0}

#� 	
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�	 ��������� �������	 �	�
 
� 
��	� & ��� ����

���
����� �
  �	
�	�� 5�' ��� 2
�


��� � �	 ���	

����

U0
∞ := −δ (t )[ ]u →

(E .1a)
B0

∞ :=
−1

0
  
  
 

  
  
 δ(t)

 

 
 

 

 
 
β

→
(E .1b)

Y0 ={0}

%� 	
� ���
� ��$ ���� �� ������ ��$�%�"�

Σ ��� 
�	 ����� ��������� ���	% 
� 
��	� & ��	� ��	

�	��		 
� u3(s) ��� ���� ��
�  �	
�	�� !�( ���

2
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U0
ε := 0[ ]u →

(E .1a )
B0

ε :=
−1

0
  
  
 

  
  
 δ (t )

 

 
 

 

 
 

β

→
(E .1b)

Y0 = {0}

Σ ��� 
�	 
	�� ��������� ���	% 
� 
��	� & ����� ���	�

���	 ���
����� �
  �	
�	� * �
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−β1(0− ) −β2
(3) (0−) −u(0−) − u(1)(0−) = 0

$� 	
� &��'���� &'#"(�%� �� �
� )'�('� *������
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�	

ˆ B u = U0
C +U0

∞ +U0
ε = δ(t)[ ]u

ˆ B β = B0
C + B0

∞ + B0
ε = ˆ B β =

1

1
  
  
 

  
  
 e− t 

 
 

 

 
 

β

,
−1

0
  
  
 

  
  
 δ(t )

 

 
 

 

 
 

β

 �	� ���
����� �
  �	
�	� + �	 ���	 ����

ˆ B u →
(E .1a) ˆ B β →

(E .1b)
{0}

 �	 ����	 Bβ )

Bβ = β (t) 

  β (t) = λ1

1

1

  
  
 

  
  
 e− t + λ2

−1

0

  
  
 

  
  
 δ(t ) +

+ (-δ (τ) - δ(1) (τ ))z(t − τ )dτ
0−

t

∫
0

  

  

 
  

  

  

 
  

  λ1,λ 2 ∈ ℜ

 

 

 
  

 

 
 
 

 

 

 
  

 

 
 
 

�� ��
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